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Líi c£m ìn

Trong suèt qu¡ tr¼nh l m luªn v«n, tæi luæn nhªn �÷ñc sü õng hë, h÷îng

d¨n v  gióp �ï cõa PGS. TS. Trành Thanh H£i. Th¦y luæn quan t¥m, theo dãi

s¡t sao, d nh nhi·u thíi gian ch¿ b£o tªn t¼nh, h÷îng d¨n v  gi£i �¡p c¡c thc

mc cõa tæi. Tæi xin b y tä láng bi¸t ìn ch¥n th nh v  s¥u sc nh§t �¸n Th¦y.

Tæi xin gûi líi c£m ìn �¸n c¡c Th¦y, Cæ khoa To¡n � Tin v  pháng � o T¤o

cõa tr÷íng �¤i Håc Khoa håc - �¤i håc Th¡i Nguy¶n công nh÷ c¡c Th¦y Cæ

tham gia gi£ng d¤y khâa håc cao håc 2017 � 2019 �¢ tªn t¼nh ch¿ b£o truy·n

�¤t ki¸n thùc trong suèt thíi gian theo håc, thüc hi»n v  ho n th nh luªn v«n.

Cuèi còng, tæi xin gûi líi c¡m ìn tîi gia �¼nh, b¤n b±, �çng nghi»p �¢ luæn

�ëng vi¶n, gióp �ï, l  ché düa vúng chc v· vªt ch§t v  tinh th¦n cho tæi

trong suèt qu¡ tr¼nh håc tªp v  ho n thi»n luªn v«n th¤c sÿ.

Th¡i Nguy¶n, th¡ng 10 n«m 2019

T¡c gi£

Nguy¹n Th nh Cæng
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Líi nâi �¦u

1. Lþ do chån �· t i

H¼nh håc v  �¤i sè l  hai nëi dung quan trång xuy¶n suèt ch÷ìng tr¼nh

to¡n THCS - THPT gâp ph¦n c§u th nh n¶n bë mæn To¡n håc. Do �â, vi»c

nghi¶n cùu khai th¡c mèi quan h» giúa H¼nh håc v  �¤i sè l  mët v§n �· r§t

�¡ng �º quan t¥m. �çng thíi thæng qua �â, cho ta c¡i nh¼n têng thº hìn,

gâp ph¦n gióp chóng ta hiºu rã hìn v· To¡n håc công nh÷ gióp ½ch cho vi»c

d¤y v  håc bë mæn To¡n håc.

Hi»n nay, n·n gi¡o döc ti¶n ti¸n cõa c¡c n÷îc ph¡t triºn tr¶n th¸ giîi r§t

quan t¥m chó trång vi»c d¤y v  håc li¶n mæn: giúa c¡c mæn vîi nhau v  giúa

c¡c ph¥n mæn trong còng mët mæn håc. N·n gi¡o döc cõa Vi»t Nam khæng

n¬m ngo i xu h÷îng cõa thíi �¤i, �¢ v  �ang d¦n chuyºn m¼nh ti¸p cªn håc

häi, s¡ng t¤o v  ùng döng xu h÷îng d¤y håc n y.

Ch÷ìng tr¼nh To¡n trong tr÷íng THCS - THPT hi»n nay, bë mæn To¡n

chùa hai m£ng rã r»t: ph¦n 1 l  �¤i sè, ph¦n 2 l  H¼nh håc. �i·u n y câ m°t

t½ch cüc l  gióp håc sinh nhªn bi¸t ngay �÷ñc c§u tróc ch÷ìng tr¼nh v  ti¸p

thu ki¸n thùc mët c¡ch câ h» thèng. Nh÷ng ng÷ñc l¤i, nâ l m cho håc sinh

hiºu r¬ng �¥y l  hai ph¥n mæn �ëc lªp vîi nhau, khæng câ mèi quan h» t÷ìng

trñ qua l¤i, công nh÷ vi»c gn k¸t hai ph¥n mæn n y trong s¡ch gi¡o khoa

THCS- THPT l  ch÷a �÷ñc �· cªp rã r ng �¦y �õ.

Thüc t¸ qu¡ tr¼nh d¤y v  håc �¢ chùng minh r¬ng, håc sinh hiºu bi¸t v·

mèi quan h» H¼nh håc v  �¤i sè kh¡ mì hç v  g¦n nh÷ hiºu �¥y l  2 ph¥n

mæn ri¶ng bi»t, gâp ph¦n t¤o n¶n mæn To¡n håc. C¡c em håc ph¥n mæn n o

th¼ håc v  l m b i tªp ph¥n mæn �â, công nh÷ gi¡o vi¶n d¤y håc theo ti¸t

mæn H¼nh håc th¼ chuy¶n l m b i v· H¼nh håc, �¤i sè th¼ chuy¶n l m b i v·

�¤i sè, ½t ho°c khæng ho°c ch÷a chó trång �· cªp �¸n sü li¶n k¸t giúa H¼nh

håc v  �¤i sè trong gi£ng d¤y công nh÷ gi£i b i tªp.
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Thæng qua t¼m hiºu thüc t¸, tæi th§y r¬ng vi»c khai th¡c mèi quan h» giúa

hai ph¥n mæn H¼nh håc v  �¤i sè s³ gâp ph¦n quan trång gióp c¡c em hiºu

bi¸t hìn v· bë mæn To¡n håc, công nh÷ trñ gióp c¡c em æn thi v  thi håc

sinh häi c§p THCS - THPT câ c¡i nh¼n mîi, h÷îng �i mîi, c¡ch ti¸p cªn líi

gi£i mîi, phong phó hìn trong qu¡ tr¼nh æn luy»n v  thi mæn To¡n.

V¼ nhúng lþ do tr¶n, tæi quy¸t �ành chån �· t i: "Khai th¡c mèi quan h»

H¼nh håc - �¤i sè v o gi£i mët sè b i to¡n d nh cho håc sinh giäi". Thæng

qua nghi¶n cùu nhä n y, tæi mong r¬ng m¼nh s³ gâp ph¦n l m rã hìn mèi

quan h» giúa hai ph¥n mæn H¼nh håc v  �¤i sè, mèi quan h» t÷ìng trñ l¨n

nhau trong qu¡ tr¼nh gi£ng d¤y v  håc To¡n cõa b£n th¥n ð THCS.

2. Möc �½ch, nhi»m vö cõa luªn v«n

Möc �½ch cõa luªn v«n n y l  khai th¡c mèi quan h» giúa H¼nh håc v  �¤i

sè gâp ph¦n ti¸p cªn h÷îng gi£i to¡n mîi cõa b i to¡n b¬ng con �÷íng vªn

döng t½nh ch§t �¤i sè �º gi£i b i to¡n H¼nh håc v  ng÷ñc l¤i gi£i c¡c b i to¡n

H¼nh håc vîi cæng cö �¤i sè thæng qua vi»c gi£i mët sè b i to¡n d nh cho

håc sinh giäi, l  �· thi chån håc sinh giäi c¡c t¿nh, to n quèc v  khu vüc.

Luªn v«n tªp trung v o ho n th nh c¡c nhi»m vö ch½nh sau:

• Þ t÷ðng khai th¡c c¡c t½nh ch§t, cæng cö cõa �¤i sè �º gi£i b i to¡n H¼nh

håc v  ng÷ñc l¤i

• S÷u t¦m mët b i to¡n, �· thi v· �¤i sè, H¼nh håc d nh cho håc sinh giäi.

• �÷a ra líi gi£i b¬ng c¡ch vªn döng t½nh ch§t, cæng cö cõa �¤i sè �º gi£i

mët sè b i to¡n H¼nh håc v  ng÷ñc l¤i khai th¡c c¡c t½nh ch§t, ph÷ìng

ph¡p H¼nh håc �º gi£i c¡c b i to¡n �¤i sè d nh cho håc sinh giäi.

3. Nëi dung cõa �· t i luªn v«n

Nëi dung luªn v«n ngo i ph¦n mð �¦u, k¸t luªn, t i li»u tham kh£o s³ gçm

2 ch÷ìng:

Ch÷ìng 1: Tr¼nh b y ph÷ìng ph¡p khai th¡c ki¸n thùc �¤i sè �º gi£i mët

sè b i to¡n H¼nh håc

Ch÷ìng 2: Tr¼nh b y ph÷ìng ph¡p khai th¡c ki¸n thùc H¼nh håc �º gi£i

mët sè b i to¡n �¤i sè
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Ch÷ìng 1

Khai th¡c ki¸n thùc �¤i sè �º gi£i

mët sè b i to¡n H¼nh håc

1.1. Þ t÷ðng chung

Nëi dung ch÷ìng 1 minh håa þ t÷ðng vªn döng c¡c t½nh ch§t, �ành lþ, cæng

cö trong �¤i sè trong qu¡ tr¼nh t¼m ra líi gi£i cho mët sè b i to¡n H¼nh håc

b¬ng c¡ch �÷a ra mët sè v½ dö sû döng ki¸n thùc �¤i sè �º �÷a ra líi gi£i cho

mët sè b i to¡n chån låc d nh cho håc sinh giäi, l  �· thi chån håc sinh giäi

c¡c �àa ph÷ìng, to n quèc công nh÷ �· thi chån håc sinh giäi khu vüc Ch¥u

� - Th¡i B¼nh D÷ìng v  mët sè n÷îc khu vüc �æng �u.

Mët trong nhúng kh¥u quan trång ©n trong nhúng v½ dö l  vi»c bi¸n �èi

b i to¡n ban �¦u �º chóng bëc lë nhúng �iºm câ thº vªn döng c¡c t½nh ch§t

cõa �¤i sè �º gi£i quy¸t v§n �·, câ thº t¤m gåi �¥y l  qu¡ tr¼nh "�¤i sè hâa

b i to¡n h¼nh håc" , sau �â l  qu¡ tr¼nh sû döng cæng cö �¤i sè �º ph¡t biºu

b i to¡n H¼nh håc ban �¦u.

1.2. Mët sè v½ dö minh håa

1.2.1. B i to¡n cüc trà H¼nh håc

Xu§t ph¡t tø 2 b§t �¯ng thùc (B�T) �¤i sè r§t quen thuëc sau �¥y.

B�T 1. Vîi c¡c sè d÷ìng a, b, c câ

(a+ b+ c)

(
1

a
+

1

b
+

1

c

)
≥ 9.
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�¯ng thùc x£y ra khi v  ch¿ khi a = b = c.

Líi gi£i

(a+ b+ c)

(
1

a
+

1

b
+

1

c

)
− 9 = 1 +

a

b
+
a

c
+
b

a
+ 1 +

b

c
+
c

a
+
c

b
+ 1− 9

=

(
a

b
+
b

a
− 2

)
+

(
b

c
+
c

b
− 2

)
+
( c
a

+
a

c
− 2
)

=
(a− b)2

ab
+

(b− c)2

bc
+

(c− a)2

ac
≥ 0.

�¯ng thùc x£y ra khi v  ch¿ khi a − b = b − c = c − a = 0 ⇔ a = b = c.

B�T 2. Vîi c¡c sè d÷ìng a, b, c câ

a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b
≥ 3

2
.

�¯ng thùc x£y ra khi v  ch¿ khi a = b = c.

Líi gi£i

�p döng B�T 1 ta câ

a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b
=

(
a

b+ c
+ 1

)
+

(
b

c+ a
+ 1

)
+

(
c

a+ b
+ 1

)
− 3

= (a+ b+ c)

(
1

b+ c
+

1

c+ a
+

1

a+ b

)
− 3

=
1

2
[(b+ c) + (c+ a) + (a+ b)]

(
1

b+ c
+

1

c+ a
+

1

a+ b

)
− 3

≥ 9

2
− 3 =

3

2
.

�¯ng thùc x£y ra khi b+ c = c+ a = a+ b ⇔ a = b = c.

Câ thº vªn döng hai b§t �¯ng thùc tr¶n v o gi£i v  s¡ng t¤o c¡c b i to¡n

chùa b§t �¯ng thùc H¼nh håc ho°c t¼m cüc trà H¼nh håc.

Sau �¥y l  mët sè v½ dö minh håa �÷ñc tr½ch d¨n tø T¤p ch½ To¡n Håc v 

Tuêi Tr´ v  c¡c t i li»u tham kh£o

B i to¡n 1.2.1.1. Cho tam gi¡c �·u ABC câ c¤nh b¬ng a. Gåi �÷íng

vuæng gâc tø �iºmM n¬m trong tam gi¡c �¸n c¡c c¤nh BC,CA,AB l¦n l÷ñt

l  MD,ME,MF . X¡c �ành và tr½ cõa M �º:

a)
1

MD
+

1

ME
+

1

MF
�¤t gi¡ trà nhä nh§t. T½nh gi¡ trà �â.

b)
1

MD +ME
+

1

ME +MF
+

1

MF +MD
�¤t gi¡ trà nhä nh§t. T½nh gi¡

trà �â.
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Líi gi£i

H¼nh 1

Gåi h =
a
√

3

2
l  �ë d i �÷íng cao cõa tam gi¡c �·u ABC v  �°tMD = x,

ME = y,MF = z. Ta câ

SABC = SMBC + SMAC + SMAB

⇔ ah = ax+ ay + az ⇔ x+ y + z = h khæng �êi.

a) �p döng B�T 1 ta câ

(x+ y + z)

(
1

x
+

1

y
+

1

z

)
≥ 9⇒ 1

x
+

1

y
+

1

z
≥ 9

h
=

6
√

3

a
.

b) �p döng B�T 2 ta câ

(x+ y + y + z + z + x)

(
1

x+ y
+

1

y + z
+

1

z + x

)
≥ 9

⇔ 1

x+ y
+

1

y + z
+

1

z + x
≥ 9

2h
=

3
√

3

a
.

Trong c£ hai tr÷íng hñp �¯ng thùc x£y ra khi v  ch¿ khi x = y = z, lóc �â

M l  t¥m �÷íng trán nëi ti¸p ∆ABC.

B i to¡n 1.2.1.2. Gåi H l  trüc t¥m tam gi¡c ABC câ ba gâc nhån vîi

ba �÷íng cao AA1;BB1;CC1. Chùng minh r¬ng

a)
AA1

HA1
+
BB1

HB1
+
CC1

HC1
≥ 9
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b)
HA1

HA
+
HB1

HB
+
HC1

HC
≥ 3

2

�¯ng thùc x£y ra khi n o?

Líi gi£i

H¼nh 2

Gåi di»n t½ch tam gi¡c ABC,HBC,HAC,HAB l¦n l÷ñt l  S, S1, S2, S3 th¼

S = S1 + S2 + S3.

a) D¹ th§y
HA1

AA1
=
S1

S
;
HB1

BB1
=
S2

S
;
HC1

CC1
=
S3

S
.

Do �â
HA1

AA1
+
HB1

BB1
+
HC1

CC1
= 1.

�p döng B�T 1 �÷ñc

AA1

HA1
+
BB1

HB1
+
CC1

HC1
≥ 9.

�¯ng thùc x£y ra khi v  ch¿ khi

HA1

AA1
=
HB1

BB1
=
HC1

CC1
=

1

3

⇔ S1 = S2 = S3 =
S

3
,

lóc �â H vøa l  trüc t¥m, vøa l  trång t¥m cõa tam gi¡c ABC n¶n ABC l 

tam gi¡c �·u.


